Aplicando a regra da primitivacdo por partes, temos:

2 2 2 2 2
P(xInx )=x—lnx—P(x—.l)=x—lnx—lP(x)=x—lnx—x—+c, c€IR
2 2 x 2 2 2 2

Nota que a constante ¢ € IR sé foi colocada no final para ndo atrapalhar Tarefa 35

os calculos intermedidrios. Usa a técnica de primitivacdo

por partes para calcular:

Exemplo: a) P(Inx)
Usar sucessivamente a técnica da primitivacdo por partes para calcular b) P(xsin(2x))
I =P(x’cosx). c) P(xe")
2 ' _
S (0)=x* = '(x)=2x d) p(%)
Tomamos % —> X

P(g’(x))=P(cosx) =g(x)=senx

Primitivando por partes, obtemos:

(%)
I = x*senx — P(2xsenx)

S (x¥)=x = f'(x)=dx
Tomamos k% —>

P(g'(x))=P(senx) =g(x)=—cosx
)
I = x*senx — 2[—x COSX — P(cosx)] .

Ou seja,

I = x’senx +2xcosx —2senx+c, ¢ € IR

Referéncia historica

Arquimedes de Siracusa (287

Nogao de soma integral
¢ 8 — 212 aC), pela originalidade

de seus métodos e pelo rigor

A nogdo de soma integral assenta no método da exaustdo atribuido a de suas demonstracdes, é
Eudoxo (406-355 a.C.), desenvolvido e aperfeicoado por Arquimedes considerado um dos mais
(287-212 a.C.). Este método consiste em aproximagles sucessivas da ilustres matematicos da
figura dada por meio de outras de dreas e volumes conhecidos. antiguidade. Interessava-se
O caso mais conhecido é o famoso problema da quadratura do circulo, isto tanto pela matematica pura
é, o problema de obter um quadrado com a mesma &rea de um circulo de quanto pela aplicada e criou
raio r dado. dois ramos da fisica (estatica

e hidrodinamica). Tornou-se

famoso por suas invencdes
Exemplo: o
mecanicas, algumas delas

Uma primeira aproximacdo para a area do circulo é dada pela area do . .
P P caop P utilizadas na defesa da cidade

quadrado inscrito no circulo. Com o acréscimo de quatro tridngulos .
de Siracusa.

Calculo de areas e volumes | 49




isdsceles convenientes, obtemos o octégono regular inscrito no circulo,

cuja area fornece uma aproximacao melhor a area do circulo.

Do ponto de vista geométrico, é possivel aproximar a area do circulo com
poligonos regulares inscritos de 2" lados, obtendo aproximacdes cada vez

melhores para a drea do circulo.

Usando um procedimento similar a este, com poligonos inscritos e
circunscritos, Arquimedes calculou a area do circulo de raio unitario
mostrando que a area A=m (Ié-se “pi’) é um valor real compreendido

entre 3 +10/71 (por defeito) e 3 + 1/7 (por excesso).

Ou seja: 3,140485 <1 < 3,142857 (préximo com 6 casas decimais).

Area sob uma curva: Integral definida

O que permitiu a passagem do método de exaustdo de Arquimedes para
o conceito de integral foi a nocdo que, em certos casos, a drea da regidao
pode ser calculada sempre com o mesmo tipo de aproximacdo por areas

de retangulos.

y ——~_ Graficode f

~ _—

y

0 a Xo X1 X; X3 b x

Uma particdo de umintervalo [a,b] daretareal é um conjunto finito

de pontos {xo,xl ...,xn} em /R talque: a=x, < x, < ... <x,=b.
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Dado um intervalo [a,b] , podemos tomar uma particao muito particular,

como aquela que toma pontos de modo que os sub intervalos da particao
tenham comprimentos iguais. Seja, Ij =[xj,xj+]] 0 j-ésimo subintervalo

da particao.

Definicdo de Cauchy- Riemann
Seja f:[a,b]% IR limitada e tal que f(x)=0, Vx E[a,b].
Considere-se uma partigdo: a=x,< x, < ... < x, =b dointervalo [a,b]

gue contenha todos os n sub intervalos com o mesmo comprimento

a7

n

Tomamos apenas 0s primeiros pontos da particdo e fazemos uma
analise geométrica da curva no sub-intervalo [xo,xl] (para os outros sub

intervalos ocorre uma situagao similar).

Entdo, a area sob a curva no intervalo [xo,xl] pode ser obtida através
da area S, do retangulo cuja base mede Ax=x —x e aalturaé alinha

tracejada cuja medida é dada por f(cl), onde ¢, € um ponto em [xo,xl]

a)- — — —————— = —

Xo €1 X1 G X2

Existe uma diferencga residual entre as areas que ficam acima da curva e

dentro do retangulo e abaixo da curva e fora do retangulo.

Em cada sub intervalo Ij =[xj,xj+l] desta particdo tomamos um ponto
genérico qualquer c, e formamos n retangulos, todos com as bases de

medida Ax e alturas dadas por, f(cl),f(cz), ...,f(cn)

Referéncia historica

Os estudos do matemadtico
francés Augustin Cauchy
(1789-1857) foram muito
importantes por terem
dado inicio a investigacao
sobre os fundamentos do
Célculo Integral, levando ao
desenvolvimento da analise
matemadtica e da teoria das

funcdes.

O matematico alemao
Bernhard Riemann (1826-
1866) realizou um estudo bem
mais aprofundado sobre a
integral e em sua homenagem
a integral estudada por ele
passou a receber o nome de

Integral de Riemann.
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Se a particdo tem n sub intervalos, seja § a soma das areas dos n

retangulos.

Temos que:

S, = /() Ax+ f(c,)Ax+ ...,+f(cn)Ax=if(cj)Ax

J=1

y y y
1 ~ 1 e 1
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 Ymh

0" 12141518 2 22241628 3 0 12141518 2 22241628 3 0 12141518 2 22241628 3
X X X

Para todos os valores de n é possivel formar uma sucessdao numérica
1S, Syeens S ,...} detodas as somas parciais que correspondem, cada uma
a drea do retangulo de base Ax e altura f(cj),j =1,2,3,...n.

Se esta sucessdo é convergente para um numero real bem definido,
obtemos uma estimativa para a area da regido delimitada pelo gréfico da

funcdo f e peloeixo Ox, entreasretas x=a e x=b.

Neste caso,

f é integravel no intervalo [a,b] e o limite desta sequéncia

é a soma integral das dreas de todos os retangulos,

s = nlirgif(cj)Ax = }f(x)dx

n
e Aexpressdo lim Ef(cj)Ax é o limite da sequéncia das somas
n—+0

el

parciais Sn , também chamadas de somas de Darboux-Riemann.

b
e Se a fungdo f é integrdvel, a soma ff(x)dx é chamada

a

integral definida de Riemann, no intervalo [a,b] .




Exemplo:

1
Calcular f3.dx, cEIR

-1

Representando graficamente a fungdo integranda, definida por f(x)=3,
(funcdo constante) verificamos que podemos obter a area do retangulo
limitado pelasretas y=3, y=0, x=-1le x=1.

Sabemos que adrea 4=[1-(-1)|x3=6.

Vamos calcular a drea, tendo em conta a definicdo de integral definida:
1 n

f1 3 dx= AlxlrEOE f(c)Ax,

- J Jj=1

=£130j=13xij =3li‘l%j=lef =3lim(1-(-1)=3(1+1)=6

1
Ou seja, f3dx =6 unidades de area.

-1

Observacgoes:

e A integral definida de Riemann corresponde a area da figura
delimitada pelo grafico de f, pelo eixo Ox e pelas retas verticais
x=aex=b,

e A existéncia e o valor do limite s deve ser independente da escolha
dos pontos ¢,, ..., ¢, nos sub intervalos de [a,b].

* Olimite s da sequéncia das somas S, pode existir ou néo.

e Determinar condi¢cdes necessdrias e suficientes para que uma
funcdo seja integravel (segundo Riemann) é uma questdo que requer
conceitos que sdo abordados num nivel mais avancado da analise
matematica e ndo sdo do ambito do programa.

e Toda a fungdo continua definida num intervalo limitado e fechado é
integravel, segundo Riemann.

e Uma fungdo limitada definida num conjunto fechado e limitado

[a,b] é integravel, segundo Riemann, se o nimero de pontos de

descontinuidade da fungdo neste intervalo for finito.

e Se f ndo é necessariamente positiva em [a,b], a integral de f
pode também ser definida da mesma forma, mas alguns cuidados

devem ser tomados quanto a sua interpretacao.
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Nota \))

No caso geral, sendo
a,b,c€ IR

A
y

a b X

Se b>a ,c=0, entdo

}cdx =c(b-a)

Tarefa 36

Calcula as integrais definidas:
3
a) [2 dx
1
~ 1
b) [ (-3)dx
3
2
c) fx dx
1

2r
d) fsenx dx
0




Exemplo:

Seja a seguinte situagao:

Consideremos o ponto ¢ € [a,b] como um dos pontos da parti¢do. Caso

exista a integral de f sobre [a,b], verifica-se pelas propriedades das

somas integrais que:

f(x)>0,Vx €& ]a,c[ e ff(x)dx > (0, coincide com a area (regido rosa)

a

b
f(x)<0,Vx €& ]c,b[ e, entdo ff(x)dx <0, pelo que a area (regido azul)

é dada por

ff(x)dx

= [ f(x)dx =fff(x)dx, (c<b)

A drea delimitada pelo grafico de uma fungdo y = f(x) e pelo eixo

Ox , no intervalo [a,b] ¢ dada por:
b G b
Area=f|f(x)dx|=ff(x)dx—ff(x)dx,

ou seja: Area = ]f(x)dx+]f(x)dx

Exemplo:

Para calcular a drea da figura delimitada pela parabola y = x* o eixo Ox e
areta vertical x =1, comegamos por dividir o intervalo [0,1] em n partes

iguais de comprimento Ax = l .
n

Tomemos os pontos ¢, como os extremos esquerdos de cada j -ésimo

intervalo, de forma que:
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¢,=0,¢,=Ax, ¢, =2 Ax, ..., ¢, =(n-1)Ax

. 1
Para f(x)=x", tomamos o comprimento Ax=— e escrevemos a Soma

n
S =f(cl)xl "‘f(cz)xl o +f(cn)><l na forma:
n n n
S, = [02+<1)2+<2x1)2+...+(nx1—1)2 XL~ Q
n n n n n A
Considera que “
o 1 (n=Dn2n-1)
[1 +2°43 +...+(n—1)] e X 5 5
S = - 2142243 4 hn’ =
: p > ;z +2° 43 +..+n
nont on n(n+1)(2n+1)
7_7+7 = —_—
g3 2te 1 1,1 6
" n 3 2n 6n?

n—+o0o

. 1 ~ , ,
Quando n—,asoma s = lim S = § e, entdo concluimos que a drea da

figura aproxima-se de s = folxz dx =% (unidades de area).

Propriedades da integral definida de Riemann

b
Seja ff(x)dx uma integral de Riemann.

A fungdo f é designada por fungdo integranda e os nimeros reais a

(limite inferior) e b (limite superior) por extremos ou limites de integrac3o.
O intervalo [a,b] é designado por intervalo de integragao.

Considera-se ainda que:
ff(x)dx =0, quando a=>

}f(x)dx = —]f(x)dx, quando b<a

Nas propriedades seguintes, supondo que a funcdo integranda é uma
fungdo continua no intervalo de integracdo, admitimos sem mostrar a

veracidade da seguinte proposicdo:

Toda a fung¢do continua num intervalo fechado [a,b] é integravel,

segundo Riemann, nesse intervalo.

Calculo de areas e volumes | 55 I



Propriedade 1:

Se f é uma fungdo integravel no intervalo [a,b] e k uma constante

qualquer, entdo a fungdo kf é integravel em [a,b] e

}k.f(x) dx = k.j‘f(x)dx

Propriedade 2:

Se f e g sdo duas fungdes integraveis no intervalo [a,b], entdo f+g é
integravel no mesmo intervalo e além disso:

b b b

[(f+@)x)dxe= [ f(x)dx+ [ g(x)dx

As duas proposicdes acima constituem as propriedades lineares da integral
definida, sendo que as demonstra¢Ges das mesmas sdo relativamente

simples, com o uso da definicdo de integral apresentada.

Propriedade 3:

Se f éumafungdointegrdvel nosintervalos [a,c] e [c,b] sendoa<c<b

entdo f é integravel em [a,b] e além disso:

[ fx)dx= f S(x)dx+ [ f(x)dx

Propriedade 4:
Sendo m e M, respetivamente, o menor e o maior valor da funcdo

integravel no intervalo [a,b] , entdo:

m(b—a)s}f(x)dst(b—a)

Propriedade 5 (Teorema da média):

Seja fuma fun¢do continua num intervalo [a,b] . Pelo teorema de Bolzano-

Cauchy, existe c € ]a,b[ tal que: }f(x)dx = f(c).(b-a)

Prova: Se f uma funcdo continua em [a,b] podemos falar no menor e no

maior valor que a fun¢do assume neste intervalo.

Sejam

m=min{f(x):x € [a,b]} e M=max{f(x):x € [a,b]}.
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Existem x=x, e x=x talque m=f(x)) e M = f(x,), os quais para

todo c,i=1,2,...,n, dointervalo [a,b] , temos:
m sf(c ) =M

i

Donde, realizando a soma relativa aos indices de c¢,,i =1,2,...,n obtemos:
Emdx < Ef(cl.)dx < Ede
i=1 i=1 1=1

Logo, m(b—-a) = if(ci)dx =M(b-a)

i=1

Tomando o limite com n—0o nas trés expressdes das desigualdades,

n b
sendo, lim ¥ f(c,)dx = [ f(x)dx , temos
i=1 a

m(b—a)s}f(x)dst(b—a)

|
b-a

istoé: m=<

}f(x)dst

Portanto, o termo intermédio das desigualdades esta entre f(x,) e

f(x,). Segue pelo Teorema de Bolzano-Cauchy que existe pelo menos

1 b
um ¢ € |a,b| tal que: f(c)=—— x)dx .
Ja.b] tal que: f(c) b_a{f()
Teorema Fundamental do calculo integral

Seja f uma fungdo integravel num intervalo [a,b] e seja F a
funcdo definida por F(x) =ff(t)dt.

Entdo, em todos os pontos x €Ja,b[ tem-se que:
e F éuma fungdo continua;

e Se f é continua, entdio F ¢é uma fungdo derivavel e

F'(x)=f(x).

Prova: Considera um acréscimo h a varidvel x , poderemos escrever:

X+h x X+h x+h

F(x+h)= [ f(ydi= [ f(t)ydi+ [ f(0)dt=F(x)+ [ f(t)dt
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Referéncia histérica

Isaac Barrow (1630 — 1677)
no seu estudo do movimento
com velocidades variadas,
fez uma abordagem muito
proxima do processo moderno
de diferenciacdo, mediante

o uso do chamado triangulo
diferencial. A derivada da
distancia era a velocidade e

a operacado inversa, partindo
da velocidade, levava a
distancia. Assim, Barrow foi
dos primeiros matematicos a
perceber que a diferenciacao
e a integracao sao operagdes
inversas uma da outra.

Esta relacdo estd na base do
Teorema Fundamental do
Célculo integral estabelecido
mais tarde por Newton e

Leibniz.

Tarefa 37

Usa a regra de Barrow para
calcular as seguintes integrais
definidas:

a) ](2x+1)dx
b) }x3dx

c) j‘\/;dx

1

d) fcosxdx
0
%

ﬂ4
e) f sen2x dx
0

a X X+h

Pelo teorema da média, existe um valor ¢ € ]x,x+h[ , tal que:

x+h

[ f(@0ydi=f(c).h

X

Entdo, F(x+h)=F(x)+ f(c).h.
Dividindo ambos os membros por /# e fazendo & — 0, temos a definicdo

de derivada da funcdo. Ou seja,

mw#m & F'(x)=f(0).

O célculo deste limite garante que ¢ tende para x e pela continuidade da
funcdo, f(c) tende para f(x) e F'(x)= f(x).

Assim: F(x)=ff(t)dt é uma primitiva para a fungao f .

O teorema fundamental do calculo integral permite exprimir a integral

definida de uma fungdo em termos de uma sua fungdo primitiva.

Em consequéncia deste teorema podemos obter uma férmula para o

calculo da integral definida, conhecida por Regra de Barrow:

Seja f uma fungdo continua num intervalo [a,b] e F uma

b
a

primitiva de f, entdo, }f(x)dx = [F(x)] =F(b)-F(a).

Exemplo:
Usando a férmula de Barrow, calcular a drea da figura delimitada pela
parabola y=x2, o eixo Ox e as retas verticais x=1 e x=2.

Sugestao: comeca por fazer um esboco do gréafico que ilustra a situacgdo.

I 58 | Calculo diferencial e integral



